Teorema de Hall

Antes do Teorema de Hall, alguns conceitos importantes ...

Um par de conjuntos de vértices (X,Y) é uma Bipartigéo de um grafo G se
i) V(G =XuYeXnY=0
ii) Cada aresta de G tem um extremo em X e o outro em Y

Um grafo é biparticionavel ou bipartide se tiver um biparticao

Um grafo bipartide completo tem uma biparti¢do (X,Y) na qual cada vértice de X
€ ligado a cada vértice de Y. Se m = |X| e n = | Y|, denotamos K |

Emparelhamento

Biparticdo onde as arestas sao duas a duas ndo adjacentes

Teorema de Hall
Um grafo G com bipartigdo {P,N} tem um
emparelhamento em G que cobre N sse |adj(X)| > |X| para

cada subconjunto X de N.
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Exemplos e contra-exemplos

Fazer no quadro-negro ......

5.1 MATCHINGS

A subset M of E is called a matching in G if its elements are links and no
two are adjacent in G; the two ends of an edge in M are said to be matched
under M. A matching M saturates a vertex v, and v is said to be M-
saturated, if some edge of M is incident with v; otherwise, v is M-
unsaturated. If every vertex of G is M-saturated, the matching M is perfect.
M is a maximum matching if G has no matching M’ with |M'| >|M]; clearly,
every perfect matching is maximum. Maximum and perfect matchings in
graphs are indicated in figure 5.1.

Let M be a matching in G. An M-alternating path in G is a path whose
edges are alternately in E\M and M. For example, the path vsvsviv7vs in the
graph of figure 5.1a is an M-alternating path. An M-augmenting path is an
M-alternating path whose origin and terminus are M-unsaturated.

(a) (b)

Figure 5.1. (a) A maximum matching; (b) a perfect matching
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O que é diferenga simétrica?

Para dois grafos G e H, a diferenca simétrica GAH 6 o subgrafo de GUH

cujas arestas sao as arestas de U H aparecendo ou exclusivamente em &
L0
ou exclusivamente em H. Também nsamos essa notagio para conjuntos de

arestas; em particular, se M e M’ sao emparelhamentos, entao MAM' =
(M — M"Y UM — M).

Theorem 5.1 (Berge, 1957) A matching M in G is a maximum matching if
and only if G contains no M-augmenting path.

Proof Let M be a matching in G, and suppoée that G contains an

M-augmenting path vov:1 ... Um+1. Define M'c E by
M' = (M\{0:1V2, V304, . . ., Vzm-1U2m}) U{Do1, D203, . . ., DamDams1}

Then M’ is a matching in G, and |[M'|=|M|+1. Thus M is not a maximum
matching. .

Conversely, suppose that M is not a maximum matching, and let M’ be a
maximum matching in G. Then

IM'|>|M| (5.1

Set H= G[M AM’'], where M AM’ denotes the symmetric difference of M
and M’ (see figure 5.2).

{a) (b)
Ve V3

Figure 5.1. (a) A maximum matching; (b) a perfect matching
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Figure 5.2. (a) G, with M heavy and M’ broken; (b) G[M AM']

Each vertex of H has degree either one or two in H, since it can be
incident with at most one edge of M and one edge of M'. Thus each
component of H is either an even cycle with edges alternately in M and M "
or else a path with edges alternately in M and M'. By (5.1), H contains
more edges of M’ than of M, and therefore some path component P of H
must start and end with edges of M". The origin and terminus of P, being
M’-saturated in H, are M-unsaturated in G. Thus P is an M-augmenting
pathin G 0O

Teorema de Hall

Do livro: J.A. Bondy, U.S.R. Murty, Graph
Theory with Applications, MacMillan, London,
1976.

Theorem 5.2 Let G be a bipartite graph with bipartition (X, Y): Then'G
contains a matching that saturates every vertex in X if and only if

IN(S)|=|S| forall ScX | (5.2)
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Prova: Lemas le?2

Lema 1 : A condigdo de Hall é necessaria

contains a matching that saturates every vertex in X
| > |IN(S)|=|S] forall ScX _ (5.2)

Proof Suppose that G contains a matching M- which saturates every
vertex in X, and let S be a subset of X. Since the vertices in S are matched
under M with distinct vertices in N(S), we clearly have |N(S)_|_2_|S|. _

Lena 2 (a condicdo de hall é suficiente)

IN(S)|=|S| forall ScX (5.2) |:>

contains a matching that saturates every vertex in X

Prova por contradi¢do:

Conversely, suppose that G is a bipartite graph satisfying (5.2), but that G
contains no matching saturating all the vertices in X. We shall obtain a

contradiction.
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Let M* be a maximum matching in G. By our supposition,
M?* does not saturate all vertices in X. Let u be an M*-unsaturated vertex
in X, and let Z denote the set of all vertices connected to u by M*-
alternating paths. Since M* is a maximum matching, it follows from theorem
5.1 that u is the only M*-unsaturated vertex in Z. Set S=ZNX and
T=ZNY (see figure 5.3).

S
A
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—

T=N(S)

Figure 5.3
Let M be a matching in G. An M-alternating path in G is a path whose
edges are alternately in E\M and M. For example, the path vsvsv,0,06 in the
graph of figure 5.1a is an M-alternating path. An M-augmenting path is an
M-alternating path whose origin and terminus are M-unsaturated.

Clearly, the vertices in S\{u} are matched under M* with the vertices in
T. Therefore '

| Veja que u faz parte de S, portanto ... ‘

IT|=IS]-1 «— (5.3)

and N(S)=2T.In fact. we have

) === Vleja que S inclui u e portanto tem mais adjacentes que T ‘
NS =T 5.4)
S
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Figure 5.3
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Continua ..... A prova

Outra possibilidade de provar o lema 2
Provar por indugao

Hipotese de indugdo

IN(S)|=|S| forall ScX (5.2)

Assuma G’ com piparti¢do (XY’')  |V(G')] < |V(G)|

5.2 vale para todo subconjunto S de X’ =» existe emparelhamento que cobre X’

Theorem 5.2 Let G be a bipartite graph with bipartition (X, Y). Then'G
contains a matching that saturates every vertex in X if and only if

IN(S)|=|S| forall ScX _ (5.2)

Prava da suficiencia da condi¢do de Hall

(5.2) = existe emparelhamento que cobre X
PROVA POR INDUCAO no niimero de arestas
Assuma que (5.2) é verdadeiro

Hipotese de Indugdo
Suponha que (5.2) vale para todo G’ com piparcigdo (X',Y'), |X'| < |X].

Base de indugdo.
Considere um G’ sem arestas

Portanto, N(X’) = ¢ e como assumimos (5.2) = X' =¢
O emparelhamento vazio T = {} cobre X’
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Passo indutivo

Assuma que existe pelo menos 1 aresta em G’, com extremosvem Xe uemY

Seja L o grafo = G — {u,v}. Onde X" = X\{v} e Y'= Y\{u}

Note que (Y\{u},X\{v}) é uma biparticdo de L

2 casos a analizar

locaso: |N(S)|=|S| forall ScX’ _ (5.2)

Entdo, por hidtese de indugdo existe emparelhamento que cobre X

Como por hidtese de indugdo existe emparelhamento T que cobre X = X\{v}
Entdo, o emparelhamento {T + {v,u}}cobre Xem G

20 caso : a condi¢do de Hall ndo se é verdade em L

Ou seja, X\{v} tem um sub-conjunto St.q. |NL(S)| < |S]|. (i)

Por hipétese do Lema e considerando G,

IN(S)|=|S| forall ScX’ (ii)

Observe que u é Unico vértice que foi retirado da partigdo Y. Ou seja, Y=Y * + {u}

Pela definigdo de L, portanto, N(S) esta contido ou se iguala a {u} + SL(S) (ii)

De (i) e (ii) temos que [N(S)| = |S]| e u percente a N(S)
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X
S | LV X\S |

N(S) YAN(S) Y
H K
H = G[S + N(S)] k=G-VH

Note que {S,N(S)} é biparticdo de K e que {X\S, YAN(S)} é biparticdo de K
Note tb que |NL(S)| < |S| e S é sub-conunto de X\{v}, entdo S ndo é

nem vazio nem X. Portanto, |VH| e |VK| sdo ambos menores do que |V|
(ou seja podemos utilizar a hipdtese de indugdo em ambos, H e K.

Basta provar entdo que |NH(Z)| maior ou igual a |Z]| para todo subconjunto Z de S

E |NK(Z)| maior ou iguel a |Z| para todo sub-conjunto Z de X\S

Por indugdo, H e Ktem emp TH e TK que cobrem S e N\S .... Portanto, TH + TK é um emp em G
que cobre X.

Para provar que |NH(Z)| = |Z| para todo subconjunto Z de S

Note que se Z é sub-conjunto de S, entdo NH(Z) = N(Z) por defini¢do de H (i.e., H inclui todos
N(S)

E N(Z) 2 Z por hipdtese inicial do lema (i.e., C.H. Vale p/ G)

Para mostrar que |NK(Z)|= |Z| para todo sub-conjunto Z de X\S
Note inicalmente que NK(Z) = N(Z+S)\N(S) por defini¢do de K
Portanto,

INK(Z)| = IN(Z +S)[ - [N(S)]|

Por hipotese,[ [N(Z+S)| 2 |Z+S | =|Z| + |S]| (ja que Z e S sdo disjuntos);

) 2 |Z] +|S]. logo

INK(Z)] 2 [Z |+ [S] - IN(S)|. Como |S| = |N(S)|, entao |NK(Z)| 2|Z|
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Hall(G,X,Y)
se qG é vazio entdo
se X é vazio devolve sim, {}
senad devolve ndo, {X}

{escolha aresta de G} u extremo Y e v extremo em X
{remove aresta} L = G\{u,v}

{recursao em L} satisfaz, t = Hall(L,X\{x},Y\{u});
se satisfaz devolva sim, t + {u,v}

S=t;
Se [N(S)| # |S|, devolva ndo., S

Controi H = G[S+N(S)] (*[N(S)| # |S|*)

{recursao H} satisfaz, t = Hall(H,5,N(S))
Se ndo satisfaz entdo devolva ndo, t

sendo devolvath =t
K=G-VH
{recursao K} satisfaz, t = Hall(K,X\S, Y\N(S));
se ndo satisfaz entdo devolva ndo, t

sendo devolva sim, tH + t
Fl

Complexidade ??

Se todas os sub-conjuntos S de vértices fossem testados teriamos testar a C.H. 2"
possibilidades

Coroldrio do Treoma de Hall
Se G é um grafo bipartide k-regular, k>0, G tem um emparelhamento perfeito.

Prova.
Assuma G k-regular com particées X e Y
Ja que G é k-regular, k. |X| =k.|Y]| = E. Since k>0, |X]| =|Y|

Seja S um sub-conjunto de X e E1 e E2 os sub-conjuntos de arestas incidentes em S e
N)S), respectivamente

Por defini¢do de N(S), E1 esta contido ou é igual a E2, e, portanto
k. IN(S)| = |E2] = |E1] =k .|S]|
Segue que [N(S)| = |S| paratodo S, ja que S foi escolhido de forma geral e o teorema

de hall garante portanto que existe emp para X. Como |X]| = |Y]|, o emp tb cobre Y.
Comentar sobre o problema do casamento, rapazes e mogas.
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